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Paper ini mengkaji kontrol optimal vaksinasi dari model epidemiologi tipe 
SIR dengan adanya reinfeksi, dimana S adalah individu kompartemen susceptible, I 
adalah individu kompartemen infected, dan R adalah individu kompartemen 
recovered. Kontrol optimal vaksinasi dilakukan untuk mengetahui efektifitas vaksin 
pada pencegahan penyebaran suatu penyakit menular. Pada model ini juga 
ditentukan angka reproduksi dasar, titik ekuilibrium endemik dan nonendemik. 
Selanjutnya diberikan perhitungan numerik dengan menggunakan program Matlab 
untuk ilustrasi pengaruh kontrol vaksinasi terhadap kompartemen terinfeksi.   
 




Penyebaran suatu penyakit akibat suatu virus atau bakteri yang masuk ke dalam 
tubuh akan mengakibatkan gangguan kesehatan manusia dan akan mempengaruhi 
perkembangan sosial ekonomi masyarakat. Upaya eliminasi suatu penyakit yang 
menyebar dapat berhasil secara optimal apabila tercapai beberapa tahapan penelitian, 
penerapan metode baru, pengembangan berbagai alat diagnostik, obat dan vaksin baru 
(Aditama dkk., 2011).  
Penelitian model penyebaran penyakit tipe SIR (Susceptible-Infected- 
Recovered) klasik telah dikaji oleh Kermak & McKendrick (1927). Selanjutnya 
Hethcote (2000) mengembangkan model dari tipe SIR klasik dengan memperhatikan 
kompartemen exposed,  Brauer and Castillo-Chavez (2000) mengembangkan model SIR 
dengan memperhatikan struktur umur. 
Dalam upaya pengendalian suatu penyakit yang mewabah dapat dilakukan 
tindakan melalui vaksinasi. Model vaksinasi telah dikemukakan oleh beberapa peneliti 
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antara lain: Model vaksinasi  tipe  SVI yang telah  dikembangkan  oleh  Kribs-Zaleta 
dan Velasco-Hernandez (2000), Brauer and Castillo-Chavez (2000), dimana V adalah 
kompartemen vaksinasi. Suatu alat ukur standar untuk mengetahui efektifitas vaksinasi 
pada pengendalian suatu penyakit dapat dilihat dari angka reproduksi dasar. Pada model 
penyebaran suatu penyakit keadaan bebas penyakit stabil secara lokal jika angka 
reproduksi dasar lebih kecil dari satu, dan jika angka reproduksi dasar lebih besar dari 
satu maka penyakit akan menyebar (Castillo-Chavez  dkk., 2002; Driessche dan 
Watmough, 2002). 
Untuk mengoptimalkan pengendalian penyebaran suatu penyakit perlu dikaji 
model optimisasi (Agusto, 2009; Goldmann dan Lightwood, 2002; Jung dkk., 2009; 
Neilan dan Lenhart, 2010). Optimisasi pada sistem dinamik pada umumnya 
menggunakan kontrol optimal (Naidu, 2002; Tu, P.N.V., 1994), dimana  penyelesaian 
masalah kontrol optimal yang terkenal dan banyak digunakan adalah dengan pendekatan 
Prinsip Maksimum Pontryagin. Pengendalian penyebaran suatu penyakit tipe SIR 
dengan faktor vaksinasi, tanpa memperhatikan laju reinfeksi dari kompartemen R ke I 
dikaji dengan menggunakan kontrol optimal (Zaman, 2008; Yusuf dan Benyah, 2012). 
Model yang dikaji dalam paper ini adalah model kontrol optimal vaksinasi pada 
epidemiologi tipe SIR dengan memperhatikan laju reinfeksi dari kompartemen R ke I, 
kasus ini perlu dikaji karena ada beberapa penyebaran penyakit mempunyai fase 
reinfeksi (Singer dan Kirschner, 2004). Pada paper ini dikaji titik ekuilibrium endemik, 
nonendemik, dan angka reproduksi dasar. Selanjutnya dibahas karakterisasi model 
kontrol untuk menentukan variabel co-state (adjoint), kontrol optimal dari model, dan 
perhitungan numerik untuk mengetahui pengaruh kontrol vaksinasi terhadap 
kompartemen infected dengan menggunakan program Matlab.  
Organisasi dalam tulisan ini adalah bagian satu pendahuluan, bagian dua model 
epidemiologi tipe SIR, bagian tiga membahas kontrol optimal vaksinasi, bagian keempat 
perhitungan numerik, kesimpulan dan saran, dan terakhir ucapan trimakasih.  
 
2. Model Epidemiologi tipe SIR 
Populasi pada model vaksinasi tipe SIR dibagi dalam tiga kompartemen yaitu: 
kompartemen susceptible (S) adalah individu yang sehat tetapi rentan terinfeksi 
penyakit,  kompartemen infected (I) adalah individu yang terinfeksi dan dapat 
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menularkan ke individu kompartemen yang lain, dan kompartemen recovered (R) 
adalah individu yang telah kebal terhadap penyakit.  
Model vaksinasi tipe SIR yang dikaji dalam tulisan ini merupakan 
pengembangan dari model epidemik tipe SIR (Kermack dan McKendrick, 1927) dengan 
memperhatikan laju reinfeksi dari kompartemen recovered, selanjutnya dikaji model 
kontrol optimal. Misalkan laju rekruitmen adalah  dan kematian alamiah masing-
masing kompartemen adalah , sedangkan laju transmisi terinfeksi individu dari 
kompartemen S ke I sebesar , laju recovered dari kompartemen I  ke R sebesar , dan 
laju reinfeksi dari kompartemen R ke I sebesar q. Diagram skematik model SIR yang 
dikaji seperti pada Gambar 1. 




Jumlah populasi pada waktu t adalah N(t) = S(t) + I(t) + R(t). Adapun asumsi dari 
model epidemik tipe SIR yang dikaji sama seperti pada (Zaman dkk., 2008) dengan 
tambahan: 
1) Individu rekruitmen masuk ke kompartemen S 
2) Memperhatikan reinfeksi dari kompartemen R. 
            Berdasarkan diagram skematik seperti pada Gambar 1, asumsi model dan 
variabel-variabel yang ada kemudian dibangun model matematika yang dinyatakan 
dalam persamaan berikut: 




𝛽𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 
𝑁
− 𝜇𝑆 𝑡 , 𝑆 0 = 𝑆0 > 0                    (1)  




𝛽𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 
𝑁
−  𝛾 + 𝜇 𝐼 𝑡 + 𝑞𝑅 𝑡 , 𝐼 0 = 𝐼0 > 0                      (2) 
            
𝑑𝑅 𝑡 
𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 𝑡 − (𝑞 + 𝜇)𝑅 𝑡 ,   𝑅 0 = 𝑅0 > 0,    (3) 
dimana parameter-parameter ,  , , ,  q > 0.  
 
Analisis Model  
                       𝛽𝑆𝐼/𝑁                       I   
 
              
                 S                    I                                    R 
                                                            qR 
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Pada analisis model ditentukan angka reproduksi dasar (R0) dari persamaan 
(1)–(3). Penentuan R0 dari model diperoleh dengan menggunakan Next Generation 




.                               (4) 
Angka reproduksi dasar R0 bergantung pada laju transmisi, laju recovered, laju 
reinfeksi dan laju kematian alamiah. 
 
Titik Ekuilibrium  
      Model pada persamaan (1)-(3) mempunyai dua titik ekuilibrium, yaitu titik 
ekuilibrium nonendemik dan titik ekuilibrium endemik. Titik ekuilibrium nonendemik 
jika tidak ada individu yang terinfeksi (I), sehingga laju kompartemen infected 
persatuan waktu adalah nol (Perko,1991). Titik ekuilibrium nonendemik dari 
persamaan (1)-(3) adalah  
      𝐸0 =  

𝜇
, 0,0 .        (5) 
Sedangkan titik ekuilibrium endemik dari model persamaan (1)-(3), yaitu solusi dari 
ruas kanan persamaan (1)-(3) sama dengan nol: 






 𝑅0 − 1 ,
𝛾
𝛽(𝑞+𝜇 )
 𝑅0 − 1  .     (6) 
Berikut diberikan teorema titik ekuilibrium. 
 
Teorema  1 
Titik ekuilibrium nonendemik E0 bersifat stabil secara lokal jika 𝑅0 < 1 dan tidak 
stabil jika 𝑅0 > 1. 
Bukti: 
Pelinearan matriks Jacobian model (1)-(3) di titik ekuilibrium E0. Matriks Jacobi  𝐽𝐸0  
pada titik nonendemik adalah 
 𝐽𝐸0 =  
−𝜇 −𝛽 0
0 𝛽 −  𝛾 + 𝜇 𝑞
0 𝛾 −(𝑞 + 𝜇)
 . 
Nilai eigen dari dari matriks Jacobi 𝐽𝐸0  adalah  
1 = -, 2 = −
1
2
 𝑞 + 2𝜇 − 𝛽 + 𝛾 +
1
2
 𝛽2 + (𝑞 + 𝛾)2 + 2𝛽(𝑞 − 𝛾),                       
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 𝑞 + 2𝜇 − 𝛽 + 𝛾 −
1
2
 𝛽2 + (𝑞 + 𝛾)2 + 2𝛽(𝑞 − 𝛾).                         
Titik ekuilibrium nonendemik E0 stabil secara lokal jika semua nilai eigen dari 
Det(𝐽𝐸0 - ) = 0 bernilai real negatif (Perko, 1991; Brauer and Castillo-Chavez, 2002; 
Bhunu dkk., 2008).  Nilai 1 = -  < 0, agar nilai 2 dan 3 bernilai negatif maka 
haruslah   𝑞 + 2𝜇 − 𝛽 + 𝛾 >  𝛽2 + (𝑞 + 𝛾)2 + 2𝛽(𝑞 − 𝛾)   yang ekivalen dengan   
𝛽 (𝑞+𝜇 )
𝜇 (𝛾+𝑞+𝜇 )
= 𝑅0 < 1.  Sebaliknya nilai eigen dari Det(𝐽𝐸0 - ) = 0 terdapat salah satu 
yang bernilai real positif jika 𝑅0 > 1.                          
 
Teorema  2 
Titik ekuilibrium endemik E1 bersifat stabil secara lokal jika 𝑅0 > 1 dan tidak stabil 
jika 𝑅0 < 1. 
Bukti: 
Pelinearan matriks Jacobian model (1)-(3) di titik ekuilibrium E1. Matriks Jacobi  𝐽𝐸1  













− (𝛾 + 𝜇) 𝑞






Nilai eigen dari dari matriks Jacobi 𝐽𝐸1  adalah  
1 = -  ,  2 =
1
2𝑅0
(−(𝑅0 𝛾 + 𝑞 + 𝜇 + 𝜇𝑅0 − 𝛽) +
1
2𝑅0
 2𝛽𝑅0 𝜇 − 𝛾 + 𝑞 + 𝑅0





(− 𝑅0 𝛾 + 𝑞 + 𝜇 + 𝜇𝑅0 + 𝛽 −
1
2𝑅0
 2𝛽𝑅0 𝜇 − 𝛾 + 𝑞 + 𝑅0
2  𝑞 + 𝜇 2 +
2𝛾𝑞+𝜇+𝛾2−2𝛽𝜇−2𝜇𝑅03𝜇+𝛾+𝑞+𝜇2𝑅0412. 
Titik ekuilibrium endemik  E1 stabil secara lokal jika semua nilai eigen dari Det(𝐽𝐸1 - 
) = 0 bernilai real negatif (Perko, 1991; Brauer and Castillo-Chavez, 2000; Bhunu 
dkk., 2008).  Nilai 1 = -  < 0, agar nilai 2 dan 3 bernilai negatif maka haruslah  
𝑅0 𝛾 + 𝑞 + 𝜇 + 𝜇𝑅0 − 𝛽 > 2𝛽𝑅0 𝜇 − 𝛾 + 𝑞 + 𝑅0
2  𝑞 + 𝜇 2 + 2𝛾 𝑞 + 𝜇 + 𝛾2 − 2𝛽𝜇  
−2𝜇𝑅0
3 𝜇 + 𝛾 + 𝑞 + 𝜇2𝑅0
4  yang ekivalen dengan  
𝛽 (𝑞+𝜇 )
𝜇 (𝛾+𝑞+𝜇 )
= 𝑅0 > 1. Sebaliknya nilai 
eigen dari Det(𝐽𝐸1 - ) = 0 terdapat salah satu yang bernilai real positif jika 𝑅0 < 1.    
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3. Kontrol Optimal Vaksinasi 
Pada persamaan  (1)–(3) diberikan variabel  kontrol  U ={u | u(t)   terbatas dan 
terukur (Agusto, 2009),  0 ≤ a ≤ u(t) ≤ b ≤ 1 , t ∈ [0, T]}, dimana u(t) adalah kontrol 
efektifitas vaksinasi per unit waktu. Persamaan epidemiologi tipe SIR setelah diberikan 
kontrol efektivitas vaksin (u(t)) pada individu kompartemen susceptible, persamaan (1)-
(3) menjadi 




𝛽𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 
𝑁
− (𝑢 𝑡 + 𝜇)𝑆 𝑡 , 𝑆 0 = 𝑆0 > 0                   (7)  




𝛽𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 
𝑁
−  𝛾 + 𝜇 𝐼 𝑡 + 𝑞𝑅(𝑡), 𝐼 0 = 𝐼0 > 0                      (8) 
            
𝑑𝑅 𝑡 
𝑑𝑡
= 𝑢 𝑡 𝑆 𝑡 + 𝛾𝐼 𝑡 − (𝑞 + 𝜇)𝑅 𝑡 , 𝑅 0 = 𝑅0 > 0   (9) 
Berdasarkan persamaan (7)–(9) dengan menggunakan operator Next Generation  Matrix 







 R0.       (10) 
Akibatnya  Ru ≤  R0. 
Fungsional objektif pada model kontrol optimal epidemiologi tipe SIR dengan reinfeksi 
adalah  




.                 (11) 
dimana B1 adalah bilangan positif sebagai bobot jumlah individu kompartemen 
susceptible, B2 adalah bilangan positif sebagai bobot jumlah individu kompartemen 
infected, C adalah suatu bobot parameter yang bersesuaian dengan kontrol u(t) dan T 
adalah waktu akhir periode.  
Langkah pertama model kontrol optimal yang dikaji dalam paper ini, yaitu 
mencari persamaan Lagrangian dan Hamilton dari masalah kontrol optimal. Persamaan 
Lagrangian masalah kontrol optimal yaitu: 
 𝐿 𝐼, 𝑢 = 𝐵1𝑆 𝑡 + 𝐵2𝐼 𝑡 + 𝐶𝑢
2 𝑡 .         (12) 
Prinsip maksimum dari model kontrol optimal vaksinasi pengendalian suatu penyakit, 
dibentuk fungsional objektif atau integral indeks performance untuk meminimumkan 
persamaan Hamilton H dari persamaan (7)–(9) dan  persamaan (12) yaitu:  
 H(S,I,R,u ,1,2,3,t)= 𝐵1𝑆 𝑡 + 𝐵2𝐼 𝑡 + 𝐶𝑢









.    (13) 
Sebelum menentukan solusi model kontrol optimal, lebih dahulu dikarakterisasi model 
kontrol optimal seperti yang dinyatakan dalam Teorema 3 berikut: 
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(t) adalah penyelesaian yang bersesuaian dengan sistem 
persamaan (7)-(9) dan kontrol optimum 𝑢∗(𝑡) maka terdapat variabel-variabel adjoint 
1, 2, 3 yang memenuhi: 
𝑑1
𝑑𝑡
= −𝐵1 +  1 − 2 
𝛽𝐼∗(𝑡)
𝑁
+  1 − 3 𝑢
∗(𝑡) + 1𝜇               (14) 
𝑑2
𝑑𝑡
= −𝐵2 +  1 − 2 
𝛽𝑆∗(𝑡)
𝑁
+  2 − 3 𝛾 + 2𝜇              (15)                                          
𝑑3
𝑑𝑡
=  3 − 2 𝑞 + 3𝜇.                  (16) 
dengan syarat batas (transversality)  
1(T) = 2(T) = 3(T) = 0,                  (17) 
dan kontrol optimum 𝑢∗(𝑡), yaitu  




   .                                  (18)  
Bukti: 
Untuk menentukan persamaan adjoint dan syarat batas, digunakan persamaan 
Hamiltonian persamaan (13). Dengan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin, 






, dengan   1 𝑇 = 0     
     = −𝐵1 +  1 − 2 
𝛽𝐼∗(𝑡)
𝑁
+  1 − 3 𝑢






,  dengan  2 𝑇 = 0     
     = −𝐵2 +  1 − 2 
𝛽𝑆∗(𝑡)
𝑁






,  dengan  3 𝑇 = 0 
     =  3 − 2 𝑞 + 3𝜇. 




= 2𝐶𝑢∗ 𝑡 − 1𝑆
∗ 𝑡 + 3𝑆
∗ 𝑡 = 0,  





Dengan menggunakan sifat ruang kontrol diperoleh 
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     ≥ 𝑏 
  
           
atau dapat dituliskan dalam bentuk  




   .                     
Kontrol optimum dan state dapat ditentukan dengan menyelesaikan persamaan state 
(7)-(9) dan kontrol persamaan (18) sesuai sistem adjoint dan syarat ektrim adjoint (14)-
(16). Untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal digunakan kondisi awal, kondisi 
transversality secara bersama-sama dengan karakterisasi kontrol 𝑢∗ 𝑡 .  
 Turunan kedua terhadap u(t) bentuk Hamiltonian persamaan (13) adalah positif 
berarti jenis kontrol 𝑢∗ 𝑡  adalah minimum. Jika 𝑢∗ 𝑡  disubstitusi pada persamaan 




𝛽𝑆∗ 𝑡 𝐼∗ 𝑡 
𝑁









𝛽𝑆 𝑡 𝐼 𝑡 
𝑁















(t) adalah solusi optimal persamaan (7)-(9) yang dapat diperoleh 
secara numerik. Sedangkan jika 𝑢∗ 𝑡  disubstitusi pada persamaan adjoint (14)-(16) 
maka persamaan adjoint menjadi sebagai berikut: 
𝑑1
𝑑𝑡
= −𝐵1 +  1 − 2 
𝛽𝐼∗(𝑡)
𝑁




  + 1𝜇  (22) 
𝑑2
𝑑𝑡
= −𝐵2 +  1 − 2 
𝛽𝑆∗(𝑡)
𝑁
+  2 − 3 𝛾 + 2𝜇              (23)                                          
𝑑3
𝑑𝑡
=  3 − 2 𝑞 + 3𝜇.                           (24) 
Sehingga 1
∗ 𝑡 , 2
∗ 𝑡 , dan 3
∗(𝑡) adalah solusi optimal fungsi adjoint persamaan (14)-
(16) yang dapat diperoleh secara numerik.      
     
4. Perhitungan Numerik 
Langkah pertama penyelesaian kontrol optimal vaksinasi suatu penyakit dengan 
memasukkan tebakan awal pada kontrol vaksinasi u
*
(t). Kemudian mensubstitusikan 
tebakan awal nilai kontrol pada variabel state.  Selanjutnya nilai kontrol dan nilai 
variabel state disubstitusi ke variabel adjoint dengan kondisi transversality. Nilai 




Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika FMIPA UNY 
Yogyakarta, 10 November  2012                                                                                                MT - 97 
variabel state dan adjoint disubstitusi kembali ke variabel kontrol, sehingga diperoleh 
nilai variabel kontrol pertama.  
Proses ini dilanjutkan sampai diperoleh nilai variabel state, adjoint, dan kontrol 
yang konvergen, jika nilai variabel state, adjoint, dan kontrol sudah konvergen berarti 
diperoleh solusi variabel state, adjoint, dan kontrol yang stabil. Simulasi persamaan 
state dan adjoint diselesaikan dengan menggunakan program Matlab. Adapun 
parameter dan nilai awal yang digunakan perhitungan numerik seperti pada Tabel 1 dan 
Tabel 2 berikut. 







                                     
                                        Tabel 2: Parameter Komputasi 
Parameter Komputasi Simbol Nilai 
Batas bawah kontrol ulb 0 
Batas atas kontrol uub 1 
Nilai awal kontrol  u0 0,1 
Bobot 97actor kompartemen susceptible A1 20 
Bobot 97actor kompartemen infected A2 50 
Bobot 97actor kontrol u C 150 
Nilai awal kompartemen susceptible  S(0) 98000 
Nilai awal kompartemen infected I(0) 2000 
Nilai awal kompartemen recovered R(0) 0 
 
 Kontrol efektifitas vaksinasi 
Kontrol u(t) untuk mengontrol efektifitas vaksinasi dalam upaya pencegahan 
kompartemen susceptible menjadi terinfeksi. Grafik kontrol optimal efektifitas 
vaksinasi u(t) dan tanpa kontrol, kompartemen susceptible, infected, dan recovered 
secara berturut-turut dapat dilihat seperti Gambar 2, Gambar 3, dan Gambar 4. 
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Gambar 2. Kontrol dan tanpa kontrol individu kompartemen susceptible 
 
 Gambar 3. Kontrol dan tanpa kontrol individu kompartemen terinfeksi 
 
Gambar 4. Kontrol dan tanpa kontrol individu kompartemen recovered 
Pada Gambar 2 terlihat bahwa terdapat perbedaan jumlah individu susceptible 
antara kontrol vaksinasi dengan tanpa kontrol. Dari grafik terlihat bahwa pengaruh 
kontrol vaksinasi, jumlah individu menurun tajam dari awal sampai waktu t = 4 tahun,  
setelah waktu t = 4 tahun jumlah kompartemen susceptible dengan kontrol stabil. 
Sedangkan jumlah individu kompartemen susceptible tanpa kontrol menurun dari awal 
sampai waktu t = 30 tahun. 
 Pada Gambar 3 terdapat perbedaan jumlah individu kompartemen infected 
dengan kontrol vaksinasi dan tanpa kontrol dari awal sampai t = 30 tahun.  
Kompartemen infected tanpa kontrol dari awal sampai t = 12 tahun meningkat, dan 
setelah t = 12 tahun sampai t = 30 menurun secara perlahan. Sedangkan jumlah individu 
kompartemen infected dengan kontrol vaksinasi dari awal sampai t = 1 tahun meningkat 
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secara perlahan, setelah t = 1 tahun sampai t = 5 tahun menurun secara perlahan, dan 
setelah t = 5 tahun sampai t = 30 tahun meningkat dengan perlahan.  Hal ini berarti 
bahwa kontrol vaksinasi berpengaruh positif terhadap pengendalian penyebaran suatu 
penyakit tipe SIR. 
 Pada Gambar 4 menunjukkan jumlah individu kompartemen recovered dengan 
kontrol vaksinasi mulai waktu t = 0 sampai waktu t = 5 tahun meningkat secara tajam, 
setelah t = 5 tahun sampai t = 30 tahun meningkat secara perlahan. Sedangkan jumlah 
individu kompartemen recovered tanpa kontrol vaksinasi dari awal sampai t = 30 tahun 
meningkat.  
 
5. Kesimpulan dan Saran 
Berdasarkan dari hasil kajian model kontrol optimal diperoleh bentuk kontrol 
optimal vaksinasi dan variabel adjoint dari model pengendalian penyebaran suatu 
penyakit tipe SIR. Sedangkan dari hasil perhitungan numerik diperoleh: 
1. Kontrol optimal vaksinasi dapat menurunkan penyebaran suatu penyakit. 
2. Kontrol optimal vaksinasi dapat meningkatkan jumlah kompartemen recovered. 
Dari hasil kajian kontrol optimal vaksinasi model epidemiologi tipe SIR 
disarankan mengembangkan model kontrol tersebut dengan tindakan kontrol 
pengobatan, pencegahan dan memperhatikan kompartemen exposed. 
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